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1. EINLEITUNG 
In der Theorie der Fittingklassen hat sich die Verwendung von Kranz- 
produkten des iifteren als hilfreich enviesen; zum einen als beweistechnisches 
Hilfsmittel, zum anderen such zur Charakterisierung gewisser Typen von 
Fittingklassen [I, 4, lo]. Wir werden in der vorliegenden Note eine Reihe der 
bakannten Resultate verallgenreinern und dabei zum Beispiel Ergebnisse von 
Blessenohl und Gaschutz [I, 5.1, 6.11 sowie Cossey [4, 2.31 als Spezialfall ein 
und desselben Satzes erkennen (5.7 bzw. 5.8). Zu diesem Zwecke untersuchen 
wir fiir beliebige Fittingklassen 9 Kranzprodukte G t H, wobei G eine Gruppe 
aus 9 und H eine nilpotente Gruppe ist. Eine Anwendung der hier gewonnenen 
Resultate geben wir im abschlieBenden Paragraphen, wo wir eine Frage von 
Cossey [4] positiv beantworten. Weitere Anwendungen findet man in [I. 
2. VEREINBARUNGEN UND BEZEICHNUNGEN 
Alle in dieser Note auftretenden Gruppen seien als endlich und auflijsbar 
vorausgesetzt. 
Die verwendeten gruppentheoretischen Bezeichnungen entsprechen fast 
durchgehend den in [8] benutzten. 
2, stehe stets fur die zyklische Gruppe der Ordnung n. 1st G eine Gruppe, 
so sei n(G) die Menge der Primteiler der Ordnung von G. Mit G” bezeichnen 
wir das direkte Produkt von n Kopien der Gruppe G. Sind G und H Gruppen, 
4 eine Permutationsdarstellung von H auf einer Menge Sz, so stehe G \* H fiir 
das Kranzprodukt von G mit H beziiglich 4. 1st U < G, so sei U* = U x 
“‘lo/ x U die U entsprechende Untergruppe der Basisgruppe von G \* H. 
Mit G 2 H wird das regullre Kranzprodukt von G mit H bezeichnet. Im folgen- 
* Teile dieser Arbeit sind in der Dissertation des Autors enthslten, die am Fachbereich 
Mathematik der Johannes Gutenberg Universitit in Mainz eingereicht wurde (D77). 
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den sei vorausgesetzt, dal3 Klassen von Gruppen stets unter Isomorphismen 
abgeschlossen sind und die einelementigen Gruppen enthalten. 
Folgende Bezeichnungen spezieller Gruppenklassen werden verwendet: 
Y = Klasse aller endlichen aufliisbaren Gruppen 
YV = Klasse aller endlichen auflijsbaren r-Gruppen 
JV = Klasse aller endlichen nilpotenten Gruppen 
A$ = N n sp, 
Zur Definition von AbschluBoperatoren verweisen wir auf [2]. 
3. VORBEREITUNGEN 
Definition und Eigenschaften von Kranzprodukten sind in [S, I, 151 zu finden. 
H&fig werden wir folgende wohlbekannte Eigenschaft regultier Kranzprodukte 
verwenden: 
1st L < H, G* die Basisgruppe von G 1 H, so ist G*L isomorph zu Gn 1 L, 
wobei n den Index von L in H bezeichne. 
Fur die Grundtatsachen iiber Fittingklassen und Injektoren verweisen wir 
den Leser auf [5] und [6]. 
Wir werden im folgenden ausgiebigen Gebrauch von Locketts Konzept der 
Klassen F* machen [9]. 
1st S eine Fittingklasse, so ist F* definiert durch 
S* = (G 1 (G x G)F ist subdirekt in G x G). 
Wir notieren die fur unsere Zwecke wesentlichen Resultate: 
3.1 SATZ (Lockett [9]). Sei 9 eine Fittingklasse. Dunn gilt: 
(a) $* ist eine Fittingklasse. 
(b) 9 C F* = (S*)* 
(c) Aut(G9,) xentralisiert GF,/G, fiir jede Gruppe G. 
(4 (G x G).F = (G~F x GF) . ((g, g-9 I g E Gst*) 
(e) Ist {4}iE, eine Familie von Fittingkhsen, soist 
(f) Sind sl und F2 Fittingkhsen, Fl C s2 , so ist sc _C 9:. 
(g) (G x H)T, = Gp, x H%* fiir alle Gruppen G und H. 
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Fittingklassen 9 mit der Eigenschaft $ = P* nermen wir Lockettklassen. 
1st 9 eine Fittingklasse, so bezeichnen wir L(s) = {T ] Z’* = $*} als 
den Lockettabschnitt zu 9. 
Es sei ferner %* = n {?Z ] S EL(%)}. Nach 3.1(e) ist s* die eindeutig 
bestimmte kleinste Fittingklasse aus L(s). 
In [l] wurden von Blessenohl und Gaschiitz solche Fittingklassen 9 unter- 
sucht, die die Eigenschaft haben, daB in jeder Gruppe die s-Injektoren Normal- 
teiler sind. Fittingklassen # (1) mit dieser Eigenschaft heigen normal. 
Normale Fittingklassen lassen sich auf verschiedene Weisen charakterisieren. 
Wir fassen Ergebnisse von Blessenohl, Gaschiitz, Makan und Lockett in 
folgendem Satz zusammen. 
3.2 SATZ (Blessenohl, Gaschiitz [l], Makan [lo], Lockett [9]). Sei s eirze 
Fitta’ngklasse. Dann sind gleichwertig: 
(i) % ist normal 
(ii) %M = 9 
(iii) s* = Y 
(iv) Zu jeder Gruppe G E 9 und jeder Primxahl p existiert ine nattirlicke 
Zahl n, so dapgilt: G” 2 Z, E 9. 
Haufig ist der folgende Hilfssatz niitzlich, der als “Quasi-&,-Lemma” 
bekannt ist. Einen Beweis findet man etwa in [2]. 
3.3. LEMMA. Sei s eine Fittingklasse. Sei ferw G eine Gruppe mit Normal- 
teilern N1 and N, , so daJ? N1 CT N, = 1 und G/N,N, E JV gilt. Sei G/N, E 9. 
Dunn gilt: G E 9 o G/N, E 9. 
Wir zeigen in folgenden Lemma, daB fiir Lockettklassen eine verscharfte 
Fassung des Quasi-&-Lemmas gilt, und da13 Lockettklassen such dadurch 
charakterisiert sind. 
3.4 LEMMA. Sei 9 eine Fittingklasse. Dunn sind gleichwertig: 
(i) F ist eine Lockettklasse 
(ii) Ist G eine Gruppe, Nr , N, 4 G, N1 n N, = 1, G/N,N, E Jv; so gilt: 
GES 0 G/N,EF und G/N,e9. 
Beweis. (i) => (ii): Nach 3.3 h b a en wir nur zu zeigen, da13 aus GE 9 such 
G/N, E g und G/N, ES folgt. Wir setzen G,, = {(gN, , gN,) 1 g E G> < 
G/N, x G/N,. Wegen Nr n Na = 1 ist Go g G E Y und G, > N,N,/N, x 
N,N,/N, . Da G/NrNz nilpotent ist, ist daher G,, subnormal in G/N, x G/N, . 
Angenommen, G/N, $9. D arm existiert ein Element g E G mit gNr 4 (G/N&V . 
Unter Benutzung von 3.lg) erhalten wir somit: (gN, , gN,) 4 (G/N& x 
WWF = (GIN, x G/N,b . Also ist G, $ (G/N, x G/N,)9 . Dies ist 
481/59/z-6 
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aber wegen G, aa G/N, x G/N, und G, ~9 ein Widerspruch. Also ist 
G/N, E p und analog (oder mit 3.3) folgt G/N, E 9. 
(ii) 3 (i): Sei G eine Gruppe aus Y*. Dann ist (G x G)g subdirekt in 
G x G und daher gilt G x G = (G x G)F . (G x 1). Da nach 3.1 (G x G)s/ 
(Gy x GF) nilpotent ist, folgt nun mit (ii): G g (G x G)/(G x 1) = 
(G x ‘3~ * (G x l)/(G x 1) g (G x G)9/(G x G)95 n (G x 1) = 
(G x G)9/(Gip x 1) E 9. Also ist s* = 9. Q.E.D. 
Im allgemeinen werden wir 3.3 bzw. 3.4 auf Kranzprodukte der Form 
(G, x G,) 1 H anwenden, wobei G, und G, aus einer Fittingklasse fl sind und 
H eine nilpotente Gruppe ist. Bezeichnen wir mit q das 1 H I-fache direkte 
Produkt von Gi in der Basisgruppe (Gr x G,)* von (GI x GJ 2 H (dabei sei 
Gr mit Gr x 1 und G, mit 1 x G2 identifiziert), so ist ((GI x G,) \ H)/Gf g 
G, 2 H und ((G, x G2) \ H)/G$ g G, 2 H. 3.4, (i) z- (ii), etwa nimmt dann 
fiir Lockettklassen 9 bei Anwendung auf solche Kranzprodukte folgende Form 
all: 
Fiir spatere Zwecke in Abschnitt 6 stellen wir den folgenden Hilfssatz bereit. 
Dazu eine Vorbemerkung: 
1st F eine Fittingklasse, so ist der Rand b(F) von 9 wie folgt definiert: 
b(F)=(G/G#F,j d e er echte Subnormalteiler von G liegt in 9) 
= (G 1 GF ist einziger maximaler Normalteiler von G). 
Wir beweisen eine Aussage iiber Rander von Fittingklassen aus demselben 
Lockettabschnitt. 
3.5 LEMMA. Sei S e&e Lockettklasse, CV eine Fittingklasse, CY $9. Dann ist 
b(S*) n b(9) n cv = n zE’EL(y~ b(S) n SY # Q’. Imbesondere: Ist S eine von Y 
verschiedene Lockettklasse, so ist b(S*) n b(9) = &EL(~) b(Z) # O. 
Beweis. Offensichtlich ist b(R*) n b(9) = nxEL(~) b(3). Sei G eine 
Gruppe aus +Y\9 von minimaler Ordnung. Dann ist GF der einzige maximale 
Normalteiler von G, 1 G/G3 1 = q, q Prirnzahl. Aus GF/G~* < Z(G/GsJ 
(3. Ic) folgt dann, da0 G/GF+ eine zyklische q-Gruppe ist. 
Wir setzen L = (GF* x GFJ . {(g, g-l) j g E G). Da L normal in G x G 
ist, liegt L in CY. Nach 3.1 d) ist (G x Gb, = (Gs~ x GFJ * <(g, g-l) I 
g E GF) G L, also Ls* = (G x G).w* . Nach (3.lg) ist (G x G)s = GSF x 
G9.EsfolgtL9”=Ln(G x G)s=Ln(G9 x G9)=(GF* x G.F,). 
<Cc g-‘1 I g E GF) = -be . Offensichtlich ist 1 L/L9 ( = 1 G/GF ( = q. Da 
jede Gruppe Erzeugnis ihrer einkopfigen Subnormalteiler ist, existiert folglich 
ein einkopfiger Subnormalteiler N von L, der nicht in 9 liegt. Dann ist sicher- 
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lichNEg,Np=Ns*, 1 N/N;sl = Q. Damit ist gezeigt, da0 N in b(46*) n 
b(s) n g liegt. Setzt man ?Y = 9, so ergibt sich der zweite Teil der Behaup- 
tung. Q.E.D. 
Wir beschlieI3en diese vorbereitenden Hilfssatze mit einem Resultat, das eine 
Konsequenz der Tatsache ist, daf3 sich Radikale zu Lockettklassen direkten 
Zerlegungen anpassen (3.lg). 
3.6. LEMMA. Sei fl eine Lockettklasse. 
(a) Ist G 4 9, so ist (G \ H)s = (GF)* fiir jede Gruppe H. 
(b) Ist G/G9 eine nichttrivialep-Gruppe, p Primzahl, P # 1 einep-Gruppe, 
so ist Gs 2 P # St. 
Beweis. (a) Cossey [4, 2.21. 
PI Da (G 2 PW.F)* eine p-Gruppe ist, ist (Gp)* * P s Gil P sub- 
normal in G 2 P. Die Behauptung folgt nun sofort aus (a). Q.E.D. 
4. GLOBALE KRANZPRODUKTEIGENSCHEN 
Dieser Abschnitt dient vor allem dem Beweis eines Satzes, der zeigt, da13 fur 
eine Lockettklasse 9 die Eigenschaft fl’ya = % ( p Primzahl) schon aus der 
Tatsache folgt, daf3 G 2 2, E 3 fur alle G E s gilt. (Fur beliebige Fittingklassen 
ist dies im allgemeinen falsch; ein Beispiel hierfur ist nach [l] die kleinste 
normale Fittingklasse 9* mit p # 2.) Genauer zeigen wir: 
4.1 SATZ. Sei p1 eine Fittingklasse, F2 eine Lockettklasse, gX _C s2 . Sei 
ferner p eine Primxahl. Exist& zu jeder Gruppe G E p1 eine natiirliche Zahl n 
undeinep-GruppeP# 1mitG”\P~~~,soist~~~~,C~. 
Beweis. Angenommen, die Behauptung sei falsch. In einer Gruppe G aus 
9;9=\sa von minimaler Ordnung ist dann GFi der einzige maximale Normal- 
teiler. Da G/G97 eine p-Gruppe ist, und G.$GF1 nach 3.1~) im Zentrum von 
G/G,, liegt, ist G/Gsl nilpotent und folghch eme zyklische p-Gruppe. Nach 
Voraussetzung existiert eine natiirliche Zahl n und eine p-Gruppe P # 1 mit 
(GgFl)n 2P E s2 . Nun ist ((GFi)“)* . P subnormal in G” 2 P, so da13 wir wegen 
((GsI)n)* . P E (GFI)n 2 P die Inklusion ((GsFI)“)* . P < (Gn 2 P)si erhalten. 
Andererseits ist aber wegen 9a = 9: und G/G,, > 1 nach 3.6 (Gn \ P)F., = 
(G’S2 . Dieser Widerspruch zeigt, da13 9tY9 C 9a gilt. Q.E.D. 
Wir ziehen noch eine Folgerung aus 4.1, die eine wesentliche Rolle im Beweis 
eines der Hauptresultate in [7] spielt. 
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4.2 KOROLLAR. Sei S eine Fittingklasse, T eine Primzahlmenge, S*Yv # .F* 
fiir alle p E T. Dann existiert fiir alle natiirlichen Zahlen m und alle p, ,..., p E TT 
eineGruppeGE9mitGzPif9*fiiri= I,...,mundallep,-GruppenP,#I. 
Beweis. Nach Satz 4.1 existieren Gruppen Gi E 9 mit Gi 2 Pi $9* fiir 
alle pi-Gruppen Pi # 1 (i = l,..., m). Per Induktion nach m folgt dann mit 
Lemma 3.4 (Gr x ... x G,) 2 Pi $9* fiir alle Pi # 1 (i = l,..., m). Q.E.D. 
4.3 Bemerkung. Wir haben in 4.1 den Fall untersucht, daB--bei fester 
Primzahl p-fur eine Lockettklasse 9 die Bedingung G l Z, E 9 fur alle 
G E % erftillt ist. Wir hatten gesehen, da8 dies 9Yp = 9 zur Folge hat. Man 
kann nun such den anderen Extremfall betrachten: Wir nennen eine Fittingklasse 
9 abstoBend, wenn gilt: 1st G E 9, p eine Primzahl, G \ Z, E St, so ist G eine 
p-Gruppe. Eine Charakterisierung der abstooenden Fittingklassen ist uns nicht 
gelungen. Wir geben im folgenden einige Resultate ohne Beweis an. Dabei 
bezeichne E,p ( p # q Primzahlen) das bis auf Isomorphe eindeutig bestimmte 
semidirekte Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung p mit einem irre- 
duziblen, treuen Z,-Modul tiber GF(q). 
(a) Sei 9 eine abstoBende Fittingklasse, p eine Primzahl. 1st G E Ya*Yp\N, 
O,(G) abelsch, so ist G 4 9. 
(b) Sei F eine Fittingklasse der Charakteristik rr. Es sei 9 n Na 
Q-abgeschlossen. Dann sind gleichwertig: 
(i) 9 ist abstoBend 
(ii) E,P 4 9 fiir alle Primzahlen q, p, q # p 
(iii) F = Ju; 
(Man beachte, da13 nach [2] metanilpotente Fischerklassen und metanil- 
potente E,-abgeschlossene Fittingklassen Q-abgeschlossen sind.) 
(c) Unter Verwendung von Resultaten aus [3] hi& sich zeigen: 
Sei F eine &-abgeschlossene metanilpotente Fittingklasse. Dann sind gleich- 
wertig : 
(i) 9 ist abstoDend 
(ii) E,P 4 g fur alle Primzahlen q, p, q # p 
(iii) s _C (G 1 S(G) < Z(G)). 
(d) Die Aussagen under (b) und (c) legen folgende Frage nahe: Sind die 
abstoI3enden Fittingklassen gerade die Teilfittingklassen von (G 1 S(G) < 
Z(G)) n X2 ? 
5. LomE KRANZPR~DUKTEIOENSCHAFTEN 
Ausgangspunkt fur die folgenden Untersuchungen ist ein Resultat von 
Cossey [4, 2.31: 
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1st s eine Lockettklasse, p eine Primzahl, GE 5 mit G 2 2, E 9, so ist 
G 2 P E 9 fiir jede p-Gruppe P. 
Wir werden im folgenden zeigen, inwieweit sich dieses Resultat auf beliebige 
Fittingklassen verallgemeinern la& und werden dabei gleichzeitig eine Verall- 
gemeinerung eines Satzes von Blessenohl und Gaschtitz [l, 6.11 erhalten: 
1st 9 eine normale Fittingklasse, G E 9, so ist G 2 2, E 9 fiir alle Primzahlen 
p #2undG2~Z2~~. 
Wir beginnen mit einer Reihe einfacher Hilfssatze, die sehr haufig Verwen- 
dung finden werden. 
5.1 LEMMA. Sei gS eine Fittingklasse, G E 9, HE N. Ist G 2 H E 9, so ist 
Gn 2 H E %r fiir alle natiirlichen Zahlen n. 
Beweis. Gn t H Mt sich einbetten in (G 2 H)” E 9, wobei (Gn)* auf (G*)” 
abgebildet wird. Da H nilpotent ist, ist Gn 2 H isomorph zu einem Subnormal- 
teiler von (G l H)“, liegt also in fl. Q.E.D. 
5.2 LEMMA. Sei 9 eine Lockettklasse, G E 9, HE .N. Ist G” 2 H E s fiir 
eine natiirliche Zahl m, so ist G” l H E 9 fiir alle natiirlichen Zahlen n. 
Beweis. Nach 5.1 geniigt es, G t HE 9 zu zeigen. Gm 2 H ist subdirekt und 
wegen H E Mdabei such subnormal einbettbar in (G \ H)n. Wegen Gm ? H E g 
ist folglich ((G 2 H)m)gF subdirekt in (G 2 H)“. Nach [9, 2.11 folgt dann G \ HE 
St*=%. Q.E.D. 
5.3 LEMMA. Sei 9 eine Fittingklasse. Seien G und H Gruppen, H = MIM, , 
Mi 4 H (i = 1,2). Es seien , und n2 natiirliche Zahlen mit 
G”‘l M1~9 und G”=t M,E~. 
Dann ist Gn 2 H E 9, wobei n das kleinste gemeinsame Vielfache von n, und n2 ist. 
Beweis. Wir setzen mi = 1 H : Mi I, i = 1,2. Nach 5.1 ist Gn”i l Mi E 9 
(i = 1,2). Anwendung der zu Beginn von Abschnitt 3 erwahnten Eigenschaft 
regularer Kranzprodukte liefert nun: Gnrn* 1 Mi g (Gn)*Mi 4 (G”)*H E 
G” { H (i = 1,2). Wegen H = M,M, ist daher G” { H E 9. Q.E.D. 
Wir geben nun den schon oben erwtinten Satz von Cossey [4, 2.31 in einer 
etwas allgemeineren Form an. Wir formulieren zun%chst einen einfachen 
Hilfssatz gesondert, der im Beweis von [4, 2.31 enthalten ist, und der uns an 
spaterer Stelle noch niitzlich sein wird. 
5.4 LEMMA (Cossey [4]). Sei 9 eine Fittingklasse, p ine Primzahl, GE 9, 
n eine natiirliche Zahl. Ist G 2 Z,ti Ep fiir alle natiirlichen Zahlen i < n, so ist 
G 2 P E 9 fiir jede p-Gruppe P vom Exponent < p”. 
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5.5 SATZ (Cossey [4], 2.3). Sei 9 eine Lockettklasse, p ine Primxahl, G E .9. 
Ist G 2 PO E 9 fiir eine p-Gruppe P,, # 1, so ist G 2 P E 9 fiir jede p-Gruppe P. 
Beweis. Nach [4], 2.3 geniigt es, G 1 Z, E 9 zu zeigen. Nach Voraussetzung 
ist G \ P,, E F fiir eine p-Gruppe P,, # 1. Sei 2 < PO , 12 j = p. Dann folgt: 
GIPo:zI \ Z, z G*Z aa G*PO E G \ PO E 9. -- 5.2 liefert nun G 2 Z, E 9. 
Q.E.D. 
Wir wollen nun eine zu Satz 5.5 ahnliche Aussage fur beliebige Fittingklassen 
gewinnen. Zu diesem Zweck benijtigen wir das folgende Lemma. 
5.6 LEMMA. Sei 9 eine Fittingklasse, G ~9, n eine natiirliche Zahl. Ist 
G~Z,E~-*,soistG2\Z,E~. 
Beweis. Sei Z, = (z). Nach 3.1(d) gilt 
((G ? Zn>%- = KG 2 Zn), x (G 2 TJ,) - ((s, s-l) Is E G 2 Zn>. 
Da G in 9 liegt, erhalten wir daher: 
((G 2 Z&F = KG ? G), x (G 2 KJ,) - ((z, +)>. 
Man priift nun leicht nach, daD die Abbildung # mit 
((gl > h,),..., (8, h )) . zi -+ ((gl ,...,g,>, (h  ..., h,)) *(zi, z-9 
ein Monomorphismus von G2 1 Z, in ((G l Zn)2)F ist. Dabei gilt offensichtlich 
((G2)*)$ = (G*)2. Also ist G2 2 Z, normal einbettbar in ((G .? Z,)z)9 und liegt 
folglich in 9’. Q.E.D. 
Wir sind nun in der Lage, einen Satz zu beweisen, der fur ungerade Prim- 
zahlen eine Ubertragung von Satz 5.5 (Cossey) auf beliebige Fittingklassen ist. 
Gleichzeitig erhalten wir eine Verallgemeinerung des oben erw%hnten Resultates 
von Blessenohl und Gaschiitz fur Primzahlen p # 2. 
5.7 SATZ. Sei 9 eine Fittingklasse, G ~9, p # 2 eine Primzahl, P,, # 1 
eine p-Gruppe. 
Ist G t P,, E 9’*, so ist G 2 P E Ffiir jedep-Gruppe P. 
Beweis. Nach Lemma 5.4 geniigt es, G 2 Z,, E % fiir alle natiirlichen 
Zahlen i zu zeigen. Wir beweisen dies durch Induktion nach i. 
i = 1: Nach Satz 5.5 ist G t Z, E 9*. Lemma 5.6 liefert dann G2 2 Z, E 9. 
Sei nun P1 eine nicht-abelsche p-Gruppe, 1 P1 1 = p”. Nach 5.5 liegt G 2 P1 
in 9*. Aus 3.1(c) entnehmen wir (G 2 P,)s > G*. Also existiert eine Unter- 
gruppe Z von P1 , 1 Z 1 = p, mit G*Z E 9. Es ist G*Z g GIP1:ZI 2 Z, . Somit 
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folgt Gp-’ 2 Z, E fl. Andererseits ist wegen Ga \ Z, E 9 und pm--l = l(2) 
nach 5.1 such Gprn-l-l 2 Z, E F. Aus Gpm-’ = GPmT1-r x G folgt nun mit dem 
Quasi-%-Lemma (3.3) die Behauptung G 2 Z, E fl. 
i > 1: Da Z+X \ Z, Produkt zweier Normalteiler vom Exponent < pi-l ist, 
folgt mit 5.4 und 5.3 per Induktion G \ (Z,‘-, 2 Z,) E St; wegen Z,, 44 Z,,, \ 
Z, ([8], I, 15.9) erhalten wir dann GP* 2 Z,, E 9, wobeip” = l(Z,,-I 2 Z,) : Z,, 1 
gesetzt ist. Da G \ Z, nsch 5 5 in %-* liegt, ergibt sich mit 5.6 G2 \ Z,, E F. 
Wie im Fall i = 1 folgt nun wegen pk = l(2) die Behauptung G 2 Z,, E 9. 
Q.E.D. 
Offensichtlich Ia& sich der Beweis von 5.7 im Falle p = 2 nicht iibernehmen. 
Wir werden spater sehen, da8 Satz 5.7 in dieser Form fiir p = 2 such nicht gilt 
(selbst wenn man in der Voraussetzung G 2 PO E 9 annimmt). Eine Aussage fiir 
den Fall p = 2 macht der folgende Satz. 
5.8 SATZ. Sei fl eine Fittingklasse, G E 9. Dann gilt: Ist G 2 Z,J E 9 fiir 
eine natiirliche Zahl j, so ist G t P E 9 fiir alle 2-Gruppen P. 
Beweis. Nach Lemma 5.4 geniigt es, G t Z,, E 9 fur alle natiirlichen Zahlen 
m zu zeigen. Wir beweisen dies durch Induktion nach m. 
m = 1: Wir konnen 0.B.d.A. j > 1 annehmen. 
Sei D2j+l = (n, s), n2” = s2 = 1, ns = n-l, die Diedergruppe der Ordnung 
2jfl. Sei + die Permutationsdarstellung von D2j+1 auf den Nebenklassen nach (s). 
G & D,j+l ist Erzeugnis der Subnormalteiler G* . (n> und G* . (ns). Es ist 
G**(n)gGGZ2jE% und G**(ns)rG21-1zZ2. Wegen G~Z,~EFC 
$* ist G 2 Z, E F* nach 5.5. Mit Hilfe von 5.6 und 5.1 folgt dann G2’-l 1 Z, E 9 
(man beachte j > 1). Wir haben damit gezeigt, da8 G ?,+ Dzj+l Produkt von in fl 
liegenden Subnormalteilern ist; also ist G & D,,+l E9. 
Es ist G* . (s) ein Subnormalteiler von G &, D2j+l . Wegen G* . {s) E 
G2 x (G2’-l-l 2 Z,) folgt G2j-‘-l \ Z2 E 9. Da andererseits, wie wir oben 
gesehen haben, such G2”’ 2 Z, in F liegt, liefert das Quasi-&-Lemma (3.3) 
nun G\ Z,E~. 
m>l: Sei DZm+l= (n, s} die Diedergruppe der Ordnung 2m+1 mit den 
Relationen wir oben, wobei j durch m ersetzt ist. Sei wieder 4 die Permutations- 
darstellung von DZm+l auf den Nebenklassen nach (s). 
G lb Dpc1 ist Erzeugnis der Subnormalteiler G* . (n2, ns) und G* . (s). 
Man priift leicht nach, daB G* . (n2, ns) isomorph zu G 1 D,, ist. Da D,, 
Exponent 2+l hat, folgt nach Induktionsvoraussetzung und Lemma 5.5: 
G? D,,E.~. 
Es ist G* . (s) g G2 x (G2”‘-l-l t Z,). Da G 2 Z, in 9 liegt, liefert 5.1 nun 
G* . (s) E 9. Es folgt G &, D,,+l EF. Mit Gl Zzrng G* .(n>4G& D,,+l 
erhalten wir schliefllich G \ Z,, E 9. Q.E.D. 
5.9 LEMMA. SeiF eine Fittingklasse, H, H1 ,..., H , E JV, W(H) C WY=, a(Hi). 
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(a) Ist GE 5 und esistiert zu jedem i, 1 < i < n, eine natiirliche Zahl mi 
mitGmi~H,E9*,soistG2~HE.9. 
(b) Sk G E .F. Dunn gilt: G2 2 H E 9 c> G 2 H E F*. 
Beweii. (a) Seien p, ,...,pr die verschiedenen Primteiler von H , also 
H = OpI(H) x *.. x O,,(H). Sei pj fur 1 < j < Y ein Teiler von 1 Hij /. 
Es ist Gmr, 2 Hi, E F*, also such Gmctti, 2Z,, E .F*, wobei tij der Index einer 
zu Z,, isomorphen Untergruppe von Hij in Hij ist. Nach 5.2 und 5.5 ist G 2 
ZD,,, E F* fiir alle natiirlichen %ahlen n und j =- l,..., r.Lemma 5.6 zeigt dann, 
daD fiir alle naturlichen Zahlen n und allc j = I,..., T gilt: Ga < Z,,. E .F. Mit 
5.4 folgt nun G2 ? Oni E .q, 1 < j < Y. Hilfssatz 5.3 liefert schliel3lich die 
Behauptung. 
(b) Dies folgt sofort aus Teil (a) und 5.2. Q.E.D. 
5.10 Bmerkung. (a) Mit 5.9 (bzw. 5.7) sowie 4.1 erhalt man folgende 
Aussage: Sei 9 eine Fittingklasse, p eine Primzahl. Dann sind gleichwertig: 
(i) F*Y, :z 9” 
(ii) Ga \ P E .%r fiir alle G E .%r und alle p-Gruppen P 
(iii) Fur alle GE .F existiert eine natiirliche Zahl n und eine p-Gruppe 
P # 1 mitG”tPE.F*. 
(1st p f- 2, so kann in (ii) G2 2 P durch G \ P ersetzt werden.) Benutzt man 
Locketts Charakterisierung normaler Fittingklassen (s* 7 Y), so folgt hiermit 
sofort die Beschreibung der normalen Fittingklassen von Blessenohl und 
Gaschtitz sowie Makan (3.2(iv)): 9 normal o .F* = .Y e $*,Yp = .F* fur 
alle Primzahlen p c- Fur alle G E 9 und jede Primzahl p existiert eine natiirliche 
Zahl n mit G” 2 Zv E .F. 
(b) Der vorhergehende Hilfssatz 5.9 zeigt, dal3 folgendes gilt: 1st 9 eine 
Fittingklasse, G E .F, P, eine 2-Gruppe, G \ P, E .9*, so ist Gs \ P,, E 9 (vgl. 
dazu such das zu Beginn dieses Abschnitts erwahnte Resultat von Blessenohl und 
Gaschiitz). Im allgemeinen folgt aber nicht G \ P0 E .F (was fiir p-Gruppen mit 
p # 2 nach Satz 5.7 richtig ist). So ist etwa 2, \ 2, g Zs x S, E .Yp\.Y’* . 
Andererseits ist, wie der folgende Satz zeigt, fur eine normale Fittingklasse %
stets G \ I’ E .F fur jede Gruppe G E 9 und jede nicht-zyklische 2-Gruppe v. 
Also gilt such Satz 5.8 nicht mehr, wenn wir in der Voraussetzung Zaj durch eine 
nicht zyklische 2-Gruppe ersetzen. 
Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung des zu Beginn dieses Abschnitts 
angefiihrten Resultates von Blessenohl und Gaschiitz. Dieser Satz ist gleichzeitig 
tin Analogon zu 5.2 ftir beliebige Fittingklassen. 
5.11 SATZ. Sei S eine Fittingklasse, G E F, H E JV. 
(a) Es tritt einer der folgenden Fiille in: 
(I) G* 2 H 4 9* fiir alle natiirlichen Zahlen n 
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(2) Gz” t HE 9, Gem-l ,j H $9 fL!r alle natiirlichen Zahlen n 
(3) Gn 2 HE 9 fiir alle natiirlichen Zahlen n 
(b) Ist O,(H) = 1 d o er nicht-zyklisch, o tritt einer der folgenden Fiille ein: 
(1) Gn 2 H $ %* ftir alle natiirlichen Zahlen n 
(2) G” \ H E P fiir alle natiirlichen Zahlen n 
Beweis. (a) Sei Gm z HE %* fiir eine natiirliche Zahl m. Nach 5.2 ist 
G” 1 HE $*, wegen 5.9(b) 1 a so d ann G2” \ HE 9 fiir alle natiirlichen Zahlen n. 
Daraus folgt nun mit Hilfe des Quasi-&-Lemmas (3.3) fiir jedes n: G 2 HE 9 o 
Gzn-l 2 HE 9. 
(b) Sei G” { HE .%=* fur eine nattirliche Zahl m. Nach (a) geniigt es, 
G \ H E 9 zu zeigen. 
1. Fall. O,(H) = I. Sei H = OD1(H) x ... x O,I(H). Nach 5.2 ist 
G 2 HE SC*, also such G”i 1 Oni E 9*, wobei si der Index von O,*(H) in H 
sei, 1 < i < r. Mit 5.2 folgt dann G 2 OPi(H)~F* und daraus vermiige 5.7 
G 2 OPi(H) E g”, da pi # 2 (1 < i < r). Lemma 5.3 liefert nun G \ HE 5-. 
2. Fall. 1 # O,(H) nicht zyklisch. In diesem Fall ist O,(H) Produkt zweier 
Normalteiler &‘, und 44s vom Index 2. Da G 2 H in F* liegt, folgt GIoz(H)I 2 
O,!(H) E p*. Mit Hilfe des oben behandelten ersten Falles erhalten wir daher 
G 2 O,,(H) E 9. Ferner ist GI OS’(~)I ? O,(H) E s*, nach 5.2 also G t O,(H)EP*. 
Aus 5.5 folgt nun G 1 ilf, E p* und G 2 M, E %*. Wir wenden 5.9(b) an und 
erhalten G2 2 Ml E 9 und G2 2 M, E 9’. Sei G* die Basisgruppe von G \ O,(H). 
Es ist G*Mi s GIH:Mgl ?Mi = G2 2 Mi E F (i = 1,2). Also ist G \ O,(H) = 
G*H Produkt der beiden in 9 liegenden Normalteiler G*M1 und G*M2, 
woraus G 2 O,(H) E 9 folgt. Da wir schon G \ O,>(H) E 9 gezeigt haben, liefert 
nun Lemma 5.3 die Behauptung G 2 HE %. Q.E.D. 
Besonders iibersichtlich wird die Situation, wenn wir Satz 5.11 auf normale 
Fittingklassen anwenden. 
5.12 KOROLLAR. Sei 9 eine normale Fittingklasse, G E s. 
(a) Es tritt einer der beiden foigenden Fiille ein: 
(1) G 2 H E 9 fiir alle nilpotenten Gruppen H 
(2) Sei HE: Jlr. Dann gilt: G \ HE 9 o O,(H) = 1 oder O,(H) ist 
nicht zyklisch (Insbesondere: Ist G t Z, E 9, so ist G \ HE 9 ftZr alle HE .N.) 
(b) Es ist G2 1 H E Sfiir alle HE A”. 
Beweis. (a) Nach 3.2 ist F* = Sp. 1st H eine nilpotente Gruppe, O,(H) 
trivial oder nicht-zyklisch, so ist G 2 HE fl nach 5.11(b). Angenommen, es 
existiert eine nilpotente Gruppe H,, , so daB G 2 H,, nicht in s enthalten ist. 
324 PETER HAUCK 
Nach 5.11(b) ist G 2 O,(Ii,) E 9. A us Lemma 5.2 ersehen wir daher, da8 
G t O,(IZJ nicht in .F liegt. 
Sei nun H eine beliebige nilpotente Gruppe mit zyklischer nichttrivialer 
2-Sylowgruppe. Wegen G \ O,(H,) $9 folgt G \ O,(II) q! g aus Satz 5.8. Ware 
G t II E 3, so folgte G;oz’(‘I), < O,(H) E .B, woraus wir mit Satz 5.1 l(a) den 
Widerspruch G 2 O,(f1) E 9 erhielten. Also ist G 2 H f 9. 
(b) Dies folgt sofort aus 5.9(b). Q.E.D. 
In 3.4 haben wir gezeigt, da8 fur Lockettklassen eine verscharfte Fassung des 
Quasi-&Lemmas gilt. Dieses Resultat findet vor allem Anwendung bei 
Behandlung von Kranzprodukten der Form (G, x ... x G,) \ H, HE Jr/‘; ist 
namlich 3 eine Lockettklasse, Gi E F, Hi E JV, Gi \ Hi $9 (i = I,..., n), SO 
ist such (G, x ... x G,,) 1 Hi $3(i = l,..., n); man siehe etwa den Beweis von 
4.2. 
Fiir beliebige Fittingklassen ist eine solche Kranzprodukteigenschaft im 
allgemeinen nicht giiltig; dennoch la& sich unter Benutzung der in diesem 
Paragraphen gewonnen Resultate eine leicht abgeschwachte Aussage in dieser 
Richtung in allen Fallen beweisen. Wir benijtigen dazu zwei vorbereitende 
Hilfssatze. 
5.13 LEMMA. Sei 9 eine Fittingklasse, G, , G, E ,9, H E JV. 
(a) Ist G, { HE St, G, 2 HE 9, so ist (G,” x Gzb) 2 HE F fiir alle 
natiirlichen Zahlen a, b. 
(b) 1st G1 2 HE St, G, \ HE 9*\,9, so gilt: 
(c) Ist G, 2 HE 9*\.F, G2 2 HE 9*\9, so tritt km-r der folgendm 
Fiille ein : 
(1) (Cl” x Gzb) t II E 9 G- a - b ++ O(2) 
(2) ( Gla x Gzb) 2 H E 9 w a E b = O(2) 
(d) Ist G, t H $9*, G, 2 H $ .q*, so ist (Gla x Gzb) 2 H $ F* fiir alle 
natiirlichen Zahlen a, b. 
Beweii. (a) Die Behauptung folgt sofort aus 5.1 und dem Quasi-&-Lemma. 
(b) Nach Satz 5.1 l(a) ist Gg” \ H E 9, Gn-’ 2 H 6 F fiir alle natiirlichen 
Zahlen n. Da Gin 2 H E .F nach 5.1 fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt, folgt die 
Behauptung nun mit Hilfe des Quasi-&Lemmas. 
(c) Aus 5.9(b) und 5.1 l(a) folgt. Gi” 2 H E 9, G,2” 2 H E F, q-l 1 H $3, 
Gp-l 2 H 4 3 fur alle nattirlichen Zahlen n. Wir nehmen zuerst an, (G, x GJ 2 
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H liege in 9. Sei a - b > 0. Dann folgt wegen Gr” x G,b = q-b x (G, x GJb 
und 5.1 mit Hilfe des Quasi-&-Lemmas 
(G,” x Gzb) l HE 9 o a - b 3 o(2). 
Analog schliel3t man im Falle b - a >, 0. Also liegt Fall (1) vor. 
Sei nun (G, x G,) 2 H 6 9. 
1st a = b = O(2), so ist Gia 2 HE 9 und Gab l HE 9, so da8 mit Hilfe 
des Quasi-&Lemmas (G,” x Gab) 2 HE 9 folgt. Sei a = b = l(2). Es ist 
Gia x Gab = (Gf-’ x Gi-l) x (G1 x Ga). Da a - 1 und b - 1 durch 2 
teilbar sind, ist (Gy-’ x Gi-‘) 2 HE s. Wegen (G1 x G,) \ H 6 $ liefert 3.3: 
(G,” x Gzb) l H $9. Sei schlieBlich a = l(2) und b = O(2). Dann ist 
G,” 2 H $9, Gab { HE %=‘, so da13 (Gia x Gab) 2 H $9 sofort mit Hilfe 
des Quasi-&Lemmas folgt. Analog schliel3t man im Fall a 2 O(2), 
b = l(2). Folglich liegt Fall (2) vor. 
(d) Die Behauptung folgt sofort aus 3.4 und 5.2. Q.E.D. 
5.14 LEMMA. Sei 9 e&e Fittingklasse, H1 ,..., H , E Jlr, n > 2. Es sei O,(H,) 
trivial oder nicht-zyklisch. Es seien ferner Gruppen L, , L, E 9 gegeben mit 
Li~H,E~,i=1,2,L1~H~4~,2\(j~n,L,\Hj~~,1 <j<n,j#2. 
Danngiltfiir alle natiirlichen Zahlen a, 6 mit a = l(2) und b = O(2): (Lla x L,b) 2 
Hj $9 fiir j = l,..., n.
Beweis. Es ist L, \ H1 4 F. Aus der Voraussetzung uber H1 folgt dann mit 
5.11(b) L, \ H1 $9*. Lemma 5.13(d) liefert nun (Lla x L,“) t H1 $9 fur alle 
natiirlichen Zahlen a, 6. 1st a = l(2), so ist wegenL,zH,#9,L,\H,E9 
nach 5.13(b), (d) sicher (L,” x Lsb) 2H, $g fiir alle natiirlichen Zahlen b. 
1st schlieBlich such noch b E O(2), so zeigt 5.13(c), (d), da8 wegen L, 2 Hi $9, 
L,2Hi$Fauch(Lra xLab)lHi$9gilt,3 <i<n. Q.E.D. 
5.15 SATZ. Sei9eineFittingklasse,H, ,... EM. SeienfermG, ,,.., G EP 
mit Gi t Hi 6 9 fiir i = I,..., n.
(a) Es existieren nicht-negative ganxe Zahlen k, ,..., k , so daJ fiir L. = 
G;I x . . . x G$ (GjO. = 1) gilt: L 2 Hi $9 fiir alle i = I,..., It. Ist O,(H$) 
fiir ein jc{l,..., n} trivial ode7 nicht-zyklisch, o ist sogar L 2 Hi # 9*. 
(b) Ist 9 = 9G*, oder sind ie 2-Sylowgruppen aller Ha trivial oder nicht- 
xyklisch, soist die Aussage unter (a) fiir alle natiirlichen Zahlen k, ,..., k erfiillt. 
Beweis. (a) Nach Satz 5.1 l(b) geniigt es, den ersten Teil der Behauptung 
zu zeigen. 
Wir fiihren den Beweis durch Induktion ach n. Im Falle n = 1 ist nichts zu 
zeigen. Sei also n > 1. Per Induktion existieren L,. = Xjzl Gjsj und L,. = 
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xi,,G,~mitL,~Hj~~(2~jdn)undL,\Hig~(l~j~n,j#2). 
Wir kijnnen Li { Hi E F (i = 1,2) annehmen. 
1. Full. Es gebe eine Gruppe Hj , so daf3 O,(HJ keine nicht-triviale zyklische 
Gruppe ist. Bei geeigneter Numerierung sei dies H,: 
In diesem Fall liefert Lemma 5.14 sofort die Existenz von natiirlichen Zahlen 
a, b mit (L,” x Lzb) 2 Hi $9, 1 < j < n. Offensichtlich ist L. = Lla x Lzb 
von der Form )&r Gp mit nicht-negativen ganzen Zahlen ak . Also ist die 
Behauptung in diesem Fall bewiesen. 
2. FUZZ. Fur alle jE{l,..., n} sei 1 # O,(Hj) zyklisch: Sei Hi g Zznj x Bj , 
ni 3 1, Bi = O,(H,) (1 < j < n). Es ist nach obiger Vorbemerkung L, \ 
(ZPl x B,) E 9. Folglich ist such LPI \ Z,,, E 9. Wegen / B, / = l(2) folgt 
dann mit Satz 5.1 l(a) L, 2 ZznI E 9I Analog ergibt sich mit 5.1 l(b) L, 2 B, E St. 
Nach Satz 5.8 ist nun L, \ Zznj E 9 fur alle j = I,..., n. Analog schlieBt man 
wegen L, 2 H, E F’: 
L, 2 zpr E F, j = l,..., n, L,\ B,E~. 
Sei nun j E {2,..., n}. Da L, \ (Zsni x Bj) nicht in 9 liegt, andererseits aber 
L, < .?!& E 9 gilt, folgt mit Lemma 5.3 L, 2 Bj $ F. 
Analog erhalt man L, \ Bj $9 (1 < j < n, j # 2). 
Lemma 5.14, angewandt auf B, ,..., B, und L, , L, , liefert nun die Existenz 
von natiirlichen Zahlen a, b mit (L,‘J x Lzb) \ Bj $9 fur alle j = I,..., n.
Angenommen, es existiert ein j,, E { l,..., n} mit (Lla x L,b) 2 Hj, E %. Dann 
folgt (L,” x L2)2”‘0 2 Bjo E 9, nach 5.11(b) also such (L,a x L,b) { Bjo E 9, 
Widerspruch. Also ist (L,a x Lzb) ,? Hi I$ 9 fur alle j = l,..., n, und die Be- 
hauptung ist such in diesem Falle bewiesen. 
(b) Nach 5.11 (b) ist Gim 2 Hi 4 P* fiir alle i = l,..., n und alle natiirlichen 
Zahlen m. 3.4 liefert dann die Behauptung. Q.E.D. 
6. EINE ANWENDUNG AUF PRODUKTE VON FITTINGRLA~SEN 
Wir wollen die in Abschnitt 5 gewonnenen Resultate benutzen, urn eine Frage 
Cosseys [4] zu beantworten. Er beweist in [4] den folgenden Satz: 
Sind %, +Y Fittingklassen mit %* n Sp, C %, %Y/* A 9.. C ?Y/, so gilt: X9?* = 
cYY* 9 L?z-* = Y*. 
Es bleibt die Frage, ob diese Aussage such ohne die Bedingungen %* n 9.. C 
% und 9Y* n 9?;, C ?Y giiltig bleibt. 
Wir zeigen im folgenden, daB aus 9-9. = ?YY! stets I* = 9Y* folgt. Ob 
die Umkehrung ebenfalls gilt, bleibt weiterhin ungeklart. Der Beweis des 
folgenden Satzes ist eine Modifizierung des von Cossey angegebenen Beweises 
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von Theorem 4.1, [4]. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fiihren wir such die 
Teile aus, die ungeandert bleiben. 
6.1 SATZ. Seien % und %Y Fittingklassen. Ist L??Y* = C?l& , so gilt I* = GY*. 
Beweis. (1) Fiir alle Primzahlen p 4 2 gilt: g*y$ n %* 2 g* und 
9?*9, n g* C %*: Angenommen, Y*&?7 n I g gy* fur eine Primzahl p # 2. 
Nach 3.5 existiert dann eine Gruppe G E (g*yp n 3) n b(g*) n b(g). Es ist 
G,, = Gg der einzige maximale Normalteiler von G, 1 G/G@. 1 = p. Wir bilden 
G ,j 2, E S?^spz _C %g* = ??Jy* . Es ist nach 3.6(a) (G l .Z& = (G@*)* = 
(G,)* E ?V, also (G l Z,), = (Gw)*. Damit folgt 2, \ Z, g (G \ Z,)/(G l Z,), E 
y* . Wegen p # 2 ist dies ein Widerspruch (man siehe etwa die Beispiele 
normaler Fittingklassen in [l]), Folglich ist ??I*y’ n X _C g* und daher nach 
3.1(f), (b) such ?V*Ya n ST* C tV*. 
Aus Symmetriegrtinden folgt nun such die zweite Behauptung unter (1). 
(2) .%*Sp = ?V*&?a: Angenommen, % g %*Sp . Wir w%hlen eine Gruppe 
G E %\+I*ya von minimaler Ordnung. Es ist 1 G/Gg,yl 1 = p # 2. Wegen (1) 
ist Gq*y8 # G,. . Da G einkiipfig ist, folgt nun Ge,*yl = G,,x = Ggx 
[4, 4.41. 
Es ist G { Z, E Xya _C %y* = %‘y* . Folglich ist (G t Z,)/(G 2 Z,), E y* 
und daher such nach [4,3.6]: (G t Z,)/(G l Z&*x = (G l Z,)/(G 2 Z&J E y*. 
Da %M = g*M eine Lockettklasse ist, folgt mit 3.6(a) (G \ Z&x = (GqN)*. 
Das liefert nun den Widerspruch Z, { Za g (G \ Za)/(Gex)* E y* . 
Folglich ist % C g*ya. Da ‘%*x eine Lockettklasse ist, ist nach 3.1(f), (b) 
dann %* Z ?V*ya und damit such %*ya C Y*yIz . Aus Symmetriegriinden gilt 
Gleichheit. 
(3) I* = g*: Nach 3.1(f), (b) un aus Symmetriegriinden geniigt es, d 
3 C GP zu zeigen. 
Angenommen, X $ g *. Nach 3.5 existiert dam-r eine Gruppe R EL% n 
b(g) n b(g*). Es ist & = Rg. und nach (1) R/Rg G Z, . Nach 3.6(b) ist ferner 
RgejZ,$?P. Wir setzen H=h x&. Es ist dann also HE%ntY, 
H \ Z, $ C!Y* (5.2). 
1. Fall. HzZz~X^*. Nach 5.2 ist dann G 1 Z, E %* und wegen Rw E 9” 
folgt dann mit 5.9(b) H 2 Za E $. Wir setzen A = (H 2 Z,) \ Sa und B = 
H \ GL(2,3). Sei IJ der natiirliche Epimorphismus von A x B auf (A/(H 2 
Z,)*A,) x (B/H*SL(2,3)) g Za x Z, . Sei C das volle Urbild der Diagonale 
von (A x B)#. Anwendung von 3.6(a) (unter Beachtung von H ~g und 
H l Z, 6 g*) liefert Ag = Ag, = (H*)*. 
Wegen H \ Z, E ST* ist A s-* > (H 2 Za)*. Angenommen, As* > (H 2 Z,)*. 
Dann folgt (H \ Z,)*A, < As*, un d das liefert (H 2 Z,)*A, E I* _C %*Sp = 
g’*ya (nach (2)). Dies ist aber wegen ((H 2 Z,)*A,)g* = (H*)* nicht miiglich. 
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Wegen H { Z, E % ist mithin A% = As* = (H t Z,)*. Wir berechnen un die 
Radikale in B. 
Ware Bge > H*, so existierte Z g Z, mit Z < SL(2, 3)’ =: .Q und Hz4 ? 
Z, g H*Z E %‘*. Mit 5.2 folgte dann der Widerspruch H ? Z, E OY*. Folglich 
ist Bg = Bg* = H”. 
Da H 1 Z, in % liegt, erh%lt man mit 5.8 und 5.1: H*SL(2,3)’ s H6 { Q E %. 
Angenommen, Bs* > H*SL(2,3)‘. D ann folgt mit (2) H*SL(2, 3) E %* C 
$Y*Ya, was wegen (H*SL(2, 3))9, = H* unmijglich ist. Daher ist BLE. = 
BsF+ = H*SL(2, 3)‘. 
Wegen (A x B)x* = As-, x BE* < C (3.1(g)) gilt nun: 
CT = C’s, = As* x Bg* und analog C, = C,, = A,, x B,, . 
Wir setzen V = C/C’, und V = (G 1 S(G) < Z(G)); ‘%? ist eine Fittingklasse. 
Ware V E 9$ , so folgte mit [4], 3.6 such S’s g V/Vvp E 9+ . Dies ist ein 
Widerspruch. Also ist C $9YY* . Andererseits i t C/C’, isomorph zu (Za \ Z,)’ 
und liegt daher in Y* . Es folgt C E T”y;;\YP’* ,im Widerspruch zur Voraus- 
setzung des Satzes. 
2. Fall. H 2 Z, 6 T*. Sei R die zu Beginn von (3) definierte Gruppe aus 
3 n b(Y) n b(%*), R/R, = RIRga g Z, . 
Wir setzen L = R 2 S’s ,M = (H 2 Za) 2 S’s .Sei q~ der natiirliche Epimor- 
phismus von L x M auf (L/R*A,) x (M/(H \ Z,)*A,) g Z, x Z,. Sei D das 
voile Urbild der Diagonale von (L x M)p Wegen R 4 %‘*, H 2 Z, $ @Y* folgt 
aus 3.6(a) D, = D,, = (R,)* x (H*)*. Aus H l Z, 4 S* ergibt sich wiederum 
mit 3.6(a) MT = Mg, = (H*)*. Ferner ist Lx* 3 R*. R*A, E E* C tY*Yz 
(nach (2)) ist wegen (R*A& = (R,,)* unmiiglich. 
Es folgt Lx = Lx-, = R* und mithin Dx = D%-, = R* x (H*)*. Es ist 
(L x M)Kb LX F-s ? Ss> x (4 2 Ss)- D a h er ist DID, gerade das 9$-Radikal 
von (L x M)/D, (man beachte Z$ . A, = (Z, t Ss)y, und 3.1(d)). Also ist 
DECYY*. Andererseits ist D~J- = R*A, x (H l ZJ*, und das liefert 
Dlk~ s S, I sp, . Nach [4], 3.6 ist daher such D/D% 4 9* , das heiBt 
D $ %9?I . Dies widerspricht wieder der Voraussetzung %9’.. = ?YY* . Q.E.D. 
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